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Uvod

Diskretna wavelet transformacija – DWT je razmjerno nov alat u digitalnoj obradi signala. Danas se koristi za niz zadaća, od kojih su vjerojatno najvažnije kompresija signala i uklanjanje šuma. Dva su razloga zbog koji je DWT posebno pogodan za te zadaće. Prvi je taj što predstavlja izuzetno dobru, zbijenu reprezentaciju većine signala iz stvarnog svijeta. Drugim riječima, energija signala se preslikava u mali broj velikih DWT koeficijenata, dok su ostali koeficijenti vrlo mali. Drugi je razlog to što je poznat izuzetno efikasan algoritam  (linearne složenosti) za izračunavanje DWT-a, koji se temelji na filtarskom slogu.
Tipičan postupak uklanjanja šuma iz signala temelji se na poznatom svojstvu gutanja polinoma. Visokopropusni filtri s pogodnim rasporedom nula (nule na 
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) na izlaz ne propuštaju polinome nižih redova. Budući da se mnogi stvarni signali u okolini bilo koje točke mogu dobro opisati polinomima, očigledno će DWT koja koristi opisane filtre imati velik broj nul-koeficijenata, a energija signala će se preslikati u nekoliko velikih koeficijenata. Nasuprot realnim signalima, šum je stohastički signal koji je nemoguće opisati polinomima konačnog reda i zato će se njegova energija jednoliko rasprostrti preko svih wavelet koeficijenata. Budući da je energija šuma raspršena, koeficijenti koji su posljedica šuma biti će maleni u usporedbi s onima koji su posljedica signala, pa jednostavnom metodom praga (odbacivanjem malenih koeficijenata) možemo signal očistiti od šuma.
Nastavak analize opisanog postupka, ali i ostalih koji koriste DWT (pod DWT cijelo vrijeme podrazumijevam maksimalno decimiranu DWT, ako će se raditi o nedecimiranoj, biti će posebno naglašeno) vrlo brzo otkriva neke probleme inheretne realizaciji sa decimiranim filtarskim slogom.

1. OSCILACIJE
Waveleti su pojasnopropusne funkcije, zbog čega su wavelet koeficijenti oscilatorne prirode (slika 1). Ova činjenica značajno komplicira obradu signala waveletima. Lako je, primjerice, uočiti da opisani opisani postupak uklanjanja šuma ne može znati da li je wavelet koeficijent malen zbog toga što je posljedica šuma, ili jednostavno zato što je otipkan blizu prolaza kroz nulu.
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Slika 1. Odziv d(0,8), za wavelet db14.
2. OSJETLJIVOST NA POMAK

Čak i mali pomaci signala su dovoljni da se koeficijenti transformacije izmjene (slika 2).. Ova činjenica također komplicira obradu signala waveletima. Primjene poput raspoznavanja uzoraka zbog ovog svojstva postaju vrlo složene.
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Slika 2. Wavelet koeficijenti (wavelet db14) na fiksnoj skali za impulsni signal, pomak za 4 uzorka.
3. ALIASING

Posljedica rijetkog rasporeda koeficijenata (decimacije) jest aliasing. Inverzna transformacija taj aliasing poništava, ali primjene poput kompresije ili uklanjanja šuma mijenjaju iznose koeficijenata, i time narušavaju ravnotežu koja omogućava poništenje aliasinga. To vodi do pojave raznih artefakata u rekonstruiranom signalu.
4. NEDOSTATAK USMJERENOSTI

Za razliku od Fourierovih sinusoida, koje u višim dimenzijama (2-D, 3-D, ...) predstavljaju usmjerene ravninske valove, maksimalno decimirani waveleti su orijentirani u više smjerova, što otežava primjene koje uključuju ekstrakciju rubova.

Kompleksna DWT
Ključ rješenja problema maksimalno decimirane DWT leži u opaski da Fourierova transformacija (iako se može interpretirati kao decimirani filtarski slog) ne pokazuje niti jedan od navedenih problema. Amplituda Fourierove transformacije nije oscilatorna (ima formu glatke anvelope), a osim toga je i potpuno neosjetljiva na pomak. Među koeficijentima Fourierove transformacije nema aliasinga, i Fourierove sinusoide su usmjerene u višim dimenzijama. Zašto? DWT se temelji na realnim oscilirajućim waveletima, dok se Fourierova transformacija temelji na kompleksnoj ekponencijali
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Oscilirajuće sinusne i kosinusne komponente (realni i imaginarni dio) tvore Hilbertov transformacijski par, drugim riječima pomaknuti su u fazi za 
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. Zajedno tvore analitički signal koji živi samo na jednoj strani frekvencijske osi (
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Analogno Fourierovim analizirajućim funkcijama, realni dio je parna funkcija, a imaginarni neparna. Ako 
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 tvore Hilbertov par, onda 
[image: image10.wmf])

(

t

C

y

 živi samo na jednoj polovici frekvencijske osi. Na sličan način definiramo i kompleksnu funkciju skale. Projekcijom signala na pomaknute i skalirane verzije waveleta 
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 dobivamo kompleksne DWT koeficijente

[image: image13.wmf])

,

(

j

)

,

(

)

,

(

n

j

d

n

j

d

n

j

d

i

r

c

+

=


sa amplitudom
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Sada se obrada svodi na procesiranje amplitude i faze kompleksnih koeficijenata. 
Teorija kompleksnih waveleta se može podijeliti u dvije škole. Prva traži kopleksne wavelete koji su ortogonalni ili biortogonalni. To je strog zahtjev i takvi wavelete ne riješavaju probleme o koji su opisani u uvodu. Druga škola traži redundantnu reprezentaciju, kod koje su realni i imaginarni dio waveleta za sebe ortogonalni ili biortogonalni. Takva je transformacija ekspanzivna (redundantna je za 
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 gdje je d broj dimenzija), ali gotovo u potpunosti rješava opisane probleme. Važno je reći gotovo u potpunosti, jer ćemo projektirati kompleksne wavelete koji nisu analitički nego gotovo analitički, budući da realni signali konačnih područja definicije ne mogu tvoriti Hilbertov par (jedan bi trebao biti beskonačan). Takva transformacija rješava opisane probleme. Neoscilatornost i neosjetljivost na pomak pokazani su na slikama 3 i 4.
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Slika 3. Odziv |d(0,8)|, za dual-tree kompleksnu WT. Osjetljivost na pomak je izuzetno smanjena.
REALIZACIJA 1

Kako ostvariti kompleksnu transformaciju? Jednostavno i logično rješenje je da novim F. slogom izlaze wavelet filtarskog sloga razdvojimo na komponente pozitivnih frekvencija i komponente negativnih frekvencija (slika 4). Ovakva realizacija je maksimalno decimirana, a važno je uočiti da su oba izlaza takve strukture kompleksni. 
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Slika 4. Realizacija kompleksne WT razdvajanjem koeficijenata na dijelove s pozitivnim i negativnim frekvencijama.
Iako je ovo rješenje očigledno, detaljnija analiza pokazuje bitan nedostatak. Na slici 5 prikazana je karakteristika filtarskog lanca koji daje kompleksne koeficijente na prvoj razini. Iako je ta karakteristika uglavnom jednostrana, 
postoji nezanemariva kvrga i na drugoj strani frekvencijske osi. 
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Slika 5. Karakteristika lanca koji daje koeficijente na prvoj razini (realizacija s razlaganjem na poz. i neg. frekv.)
To je izravna posljedica postojanja prijelaznog područja polaznih filtara i ne može se izbjeći. Kvrga se može suziti strmijim prijelaznim područjem filtara, no to zahtjeva duže filtre i nije poželjno.

REALIZACIJA 2

Drugi pristup je da se Hilbertova transformacija primjeni na ulazni signal, nakon čega se izvrši dekompozicija oba signala. Dobiveni parovi koeficijenata predstavljaju realni i imaginarni dio kompleksnih koeficijenata. Nedostatak ovakve realizacije leži u dugom impulsnom odzivu Hilbertovog transformatora. Jednako tako, nemoguće je optimirati Hilbertovu transformaciju za pojedine razine filtarskog sloga. Ako Hilbertovu transformaciju ugradimo u wavelet transformaciju, ona će se skalirati zajedno sa waveletima, što je poželjno. Takav pristup nas vodi na dual-tree implementaciju.
Dual tree implementacija
Učinkovit pristup realizaciji analitičke wavelet transformacije je tzv. dual-tree kompleksna wavelet transformacija, odnosno realizacija sa dva filtarska sloga  (slika 6). Koristimo dvije realne DWT, koje nam daju realni i imaginani dio kompleksnih wavelet koeficijenata (slike). Filtarski slogovi se dizajniraju na takav način da rezultirajuća kompleksna transformacija bude približno analitička. 
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Slika 6. Analizirajuća strana dual-tree kompleksne wavelet FB.
Neka je 
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 odgovarajući waveleti. Filtri su dizajnirani tako da osiguravaju potpunu rekonstrukciju, a dodatni uvjet je da kompleksni wavelet 
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 bude približno analitički. Drugim riječima, dizajnirani su na taj način da je 
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}. Očigledno se radi o redundantnoj transformaciji – količina podataka na izlazu je dvostruko veća od one na ulazu. Inverzna transformacija je jednako jednostavna. Iako se originalni signal može dobiti iz bilo koje grane (PR), ispravan način je da se računa aritmetička sredina izlaza obje grane.
Budući da nema protoka podataka između grana transformacije, lako ih je implementirati korištenjem postojećeg softvera odnosno hardvera za računanje DWT. Računanje dual-tree transformacije je vrlo lako i paralelizirati. Ono što moramo raditi ispočetka jest dizajn filtara. Postojeći filtri za DWT nisu pogodni za kompleksnu transformaciju, budući da ne tvore približne Hilbertove parove.
Koje uvjete moraju zadovoljavati filtri u slogu da bi odgovarajući waveleti tvorili približan Hilbertov par? Matematika pokazuje da moraju pokazivati razmjerno jednostavno svojstvo: drugi mora biti približno jednak prvome zakašnjelom za pola uzorka
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Budući da su obje funkcije definirane na cijelim brojevima, ovaj podatak nam ne govori puno. Korisnije je taj uvjet zapisati preko amplitude i faze spektralne karakteristike filtara
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Prijenosna funkcija filtra koji bi ovakvu operaciju izveo nije racionalna i takav filter nije moguće realizirati. Zato će te relacije moći biti zadovoljene samo približno.

DIZAJN FILTARA

Ukratko ću opisati neke postupke dizajniranja filtara za dual-tree kompleksnu wavelet transformaciju.

BIORTOGONALNO RJEŠENJE SA LINEARNOM FAZOM

Kod ovog rješenja, 
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Za ovako odabrane filtre, uvjet na faze (kašnjenje za pola uzorka) je točno zadovoljen, a uvjet na amplitude približno, tj.
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q-SHIFT RJEŠENJE

Kod ovoga pristupa, filtri zadovoljavaju relaciju
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Gdje je N parna dužina h0(n). Kod ovakvog rješenja, uvjet na amplitude je točno zadovoljen, a uvjet na faze približno, tj.
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Quarter-shift (q-shift) rješenje ima interesantno svojstvo po kojem je dobilo ime. Pokazuje se da vrijedi
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odnosno da je h0(n) filtar približno linearne faze koji je simetričan oko točke 
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Osim navedenih, postoje i razne druge mogućnosti za dizajn filtara, no nije ih potrebno navoditi za razumijevanje same transformacije.

Neke napomene vezane uz realizaciju

Uvjeti na filtre za dual-tree kompleksnu wavelet transformaciju dobiveni su iz uvjeta na wavelet funkcije (Hilbertov par). Wavelet funkcije su korisne za razumijevanje situacije na višim razinama sloga, ali ne odražavaju uvijek pravo stanje na prvih nekoliko razina.  Posljedica te činjenice jest da je za prvu razinu filtarskog sloga potrebno koristiti drugačije filtre nego za preostale razine. Konkretno, filtri na prvoj razini moraju zadovoljavati uvjet
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To je lakši uvjet nego kašnjenje za pola uzorka. Također, filtri na prvoj razini mogu biti bilo koji postojeći filtri – ne moraju imati veze sa filtrima na preostalim, višim razinama.
Više dimenzija, u kratkim crtama
Separabilna implementacija 2-D DWT je određena sa 3 waveleta:
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Iako su LH i HL waveleti orijentirani vertikalno odnosno horizontalno, HH wavelet miješa +45° i -45° orijentacije. Zato DWT ne može izolirati te smjerove, odnosno detektirati rubove koji leže okomito na njih. Jedan način da se intuitivno shvati zašto je to tako jest promatranje spektara navedenih waveleta. Budući da se radi o realnom waveletu njegov spektar je dvostran. Stoga produkt izgleda poput šahovske ploče (slika 6). Taj wavelet, dakle, ne može razlikovati detalje u spektru pod +45° i -45°, a to vodi do iste neodređenosti u prostornoj domeni. Ovaj pristup objašnjava i zašto kompleksni waveleti nemaju taj problem. Analitički waveleti imaju jednostrani spektar, koji rezultira orijentiranim 2-D waveletom (slika).
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Slika 7. Uzorak koji u spektralnoj domeni daje separabilni realni 2-D wavelet.
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Slika 8. Uzorak koji u spektralnoj domeni daje separabilni kompleksni 2-D wavelet.

Zaključak

Kompleksna analitička DWT za velik broj primjena pokazuje značajno bolja svojstva od obične realne DWT. Vrijeme potrebno za računanje obje transformacije je jednako, a kompleksna zahtjeva nešto više memorije/hardvera. Iako na prvi pogled izgleda da, što se kompresije tiče, realna DWT zbog neredundantnosti ima prednost, postoje radovi koji pokazuju da čak i u takvim primjenama analitička DWT, sa faktorom redundancije 2d ima blagu prednost. Dual-tree izvedba je posebno pogodna zbog jednostavnosti, mogućnosti korištenja postojećeg hardvera/softvera, i relativno lakog projektiranja filtara.
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