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1. Uvod

1.1. Wavelet analiza

U obi¢noj wavelet analizi, signal (S) se pomocéu niskopropusnog i
visokopropusnog filtra dijeli na aproksimaciju (A) i detalj (D) (aproksimaciju dobivamo
niskopropusnom filtracijom te decimacijom za faktor 2 dok detalj dobivamo pomocu
visokopropusnog filtra). Aproksimacija se potom iznova dijeli na aproksimaciju i detalj
druge razine, a postupak se ponavlja. Za razlaganje u n razina postoji n+1 nacina
rekonstrukcije signala.

S=A+D
|— Ay —‘ Dy 1 1
l_ Ag Dy =A2+D2+D1

Slika 1. Stablo wavelet analize



2. Wavelet paketi

2.1. Razlaganje
U analizi metodom wavelet paketa i detalji mogu biti dalje razlagani. Za poseban
slu€aj kada u n razina razlazemo sve aproksimacije i sve detalje, dobivamo potpuno

stablo wavelet paketa.
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Slika 2. Potpuno stablo wavelet paketa od 3 razine

Razlaganje tom metodom omogucava 22" razligitih nagina rekonstrukcije. Tako,
primjerice, signal S moze biti prikazan kao A1 + AAD; + DAD; + DD..

Metoda wavelet paketa je, dakle, poopcenje wavelet transformacije i njome Cesto
mozZemo postiéi kvalitetnije razlaganje signala.



2.2. lzgradnja wavelet paketa

Shema izraCuna wavelet paketa, ukoliko koristimo ortogonalne wavelete je
prilicno jednostavna. Pocinjemo s s niskopropusnim filtrom h(n) i visokopropusnim
g(n), svakim duzine 2N. Nadalje, indukcijom definiramo sljede¢i niz funkcija W, (x),
n=0,1,2,.

N-1

W, (x) = x/ikz_(;h(k)Nn(Zx—k),

Woo 0 (X) =2 g (KW, (2x k)

k=0
pri ¢emu je
W, (X)=e(x) - funkcija skale

W, (Xx)=w(x) -wavelet funkcija

Za npr. Haarov wavelet koji je definiran sljedecim relacijama:

h(0)=h(1) =,
N =1,

g(0)=-g(1)=

ol S

nase jednadzbe postaju:

W, (X) =W, (2x)+W, (2x - 1),
W4 (X) = W, (2X) =W, (2x 1)

pri ¢emu je
W, (X) = ¢(X) - Haarova funkcija skale
[ W, (X) =w(X) - Haarova wavelet funkcija,

obje na intervalu [0, 1]. Tada moZemo dobiti W, zbrojivi dvije Ys-skalirane verzije od
W, i to na intervalima [0, 1/2] i [1/2, 1]. W2,+1 dobivamo oduzevsi iste.



Uz pomo¢ programa wavemenu vizualiziramo Wy 4, 7

WO - phi function - W1 - psi function -
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Slika 3. Wy-W-; za Haarove wavelet paketa

Na sli¢an nacin mozemo doc¢i do bilo koje druge familije wavelet paketa, npr. db3:

WO - phi function - W1 - psi function -
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Slika 4. Wy-W7 za db3 wavelet pakete



2.3. Atomi wavelet paketa

Pocevsi od funkcija W, (x).neN , slijededi liniju do ortogonalnih waveleta,
razmotrimo familiju funkcija razlaganja s 3 indeksa:

W, (x)=27"2W, (277 x - k), neN, jkeZ.

Kao i u wavelet analizi, indeks k interpretiramo kao parametar vremenske lokalizacije, a
indeks j kao parametar skale.

Koja je onda interpretacija parametra n? Osnovna ideja wavelet paketa je da za
konstantnu vrijednost j i k W, analizira fluktuacije signala u blizini tocke 2' -k, uz
skalu 2, te pri raznim frekvencijama za razli¢ite dozvoljene vrijednosti parametra n.

Ako pazljivo prou¢imo prethodne slike, moZzemo uociti da red wavelet paketa ne
odgovara broju oscilacija (tj. broju prolazaka kroz nulu).

Za Haarove wavelet pakete tako dobivamo:

Prirodni red n 012345867
Broj prolazaka kroznuluW, 2 3 5 4 9 8 6 7

Stoga, kako bismo vratili svojstvo monotonog rasta osnovne frekvencije,
uobi¢ajeno definiramo frekvencijski red dobiven rekurzivno iz prirodnog.

Prirodni red n 01234567
Frekvencijski red r(n) 01326754

Zatim crtamo koeficijente wavelet paketa sortirano prema frekvencijskom redu.



2.4. Organizacija wavelet paketa

Skup funkcija Wjn= W;n(X), keZ je (j,n) wavelet paket. Za pozitivne vrijednosti
cjelobrojnih indeksa j i n, wavelet paketi su organizirani u stabla. Stablo na sljedeco;j slici
je stvoreno kako bi dalo najve¢u razinu dekopozicije jednaku 3. Za svaku skalu j,
parametar n moze poprimiti vrijednosti 0, 1, ..., 2j — 1.

‘7 Skala
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Slika 5. Wavelet paketi organizirani u stablo

Notacija W;, u kojoj j predstavlja parametar skale, a n parametar frekvencije, je
konzistentna s uobi€ajenim oznaavanjem stabla. Imamo:

W, =d(x—K), keZ i
W, =w(x/2-k), keZ



Ispada da knijiZznica baza wavelet paketa ne sadrZi samo baze waveleta vec€ i
nekoliko drugih baza. Pogledajmo kojih! Neka V, oznaCava prostor razapet familijom
Wy 0,U kojem leZi signal kojeg Zelimo analizirati; Tada je Wy 41 d=1 ortogonalna baza od
Vo. Za svaki strogo pozitivan cijeli broj D, (Wpo(Wg,1;1<d<D)) je ortogonalna baza od V.
Takoder znamo da je familija funkcija {(Wis12n),(Wjs1.20+1)} Ortogonalna baza prostora
razapetog s W,, koji je podijeljen u dva potprostora:Wj.1 2, razapinje prvi potprostor, a
Wi:1.2n+1 drugi. Ovo zadnje svojstvo daje preciznu interpretaciju racvanja u stablu wavelet
paketa jer su svi dobiveni ¢vorovi oblika prikazanog na sljedecoj slici:

W,

It

Wi1,2n Wii1,0n41
Slika 6. Ra¢vanje u stablu wavelet paketa

Iz toga slijedi da listovi svakog povezanog binarnog podstabla potpunog stabla
odgovaraju ortogonalnoj bazi po¢etnog prostora. Za signal kona¢ne energije koji pripada
Vy, bilo koja baza wavelet paketa ¢e omoguéiti potpunu rekonstrukciju i specifiCan nacin
kodiranja signala.



3. Optimalno stablo wavelet paketa

Bazirano na organizaciji knjiznice wavelet paketa, prirodno je uracunati
razlaganje proizaslo iz danog ortogonalnog waveleta. Signal duljine N=2L mozemo
razloziti na @ razli¢itih nacina (¢ je ukupan broj binarnih podstabala dubine L).
Dokazano je da je:

a22N/2.

Kako taj broj moze biti ogroman (eksplicitno nabrajanje je nemoguce), potrebno je
pronaci optimalno razlaganje s obzirom na neki prikladni kriterij — kriterij minimuma.

Klasi¢ni entropijski kriterij, ¢esto koristen u obradi signala, zadovoljava ove
uvjete. Navodim nekoliko uvjeta entropije (u sljedecim izrazima s predstavlja signal, a s;
koeficijente u ortonormiranoj bazi).

Entropija E mora biti aditivna cost funkcija takva da je:

E(0)=0 i E(s)=Y E(s,).

1) Entropija s pragom (threshold entropija)

inace ’

1 Isipe
E(Si )= {0, u
E(s) = broj vremenskih trenutaka u kojima je signal veci od «.

2) Nenormalizirana Shannonova entropija

E(s)= _Si2 Iog(si2 ),
E(s)=-) s?log(s?), uzdogovor da je 0log0 =0.

3) Koncentracija u ¢° normi s 1< p
E(s;)=ls"
s)-SsF -1l
4) Logaritam energijske entropije

E(Si )= |Og(si2),
E(s)= Zlog(siz), uzdogovor da je Olog0 = 0.

U Matlabu, entropije se izraCunavaju pomocu funkcije wentropy .



3.1.  Algoritam optimalnog razlaganja s obzirom na kriterij najmanje entropije
(primjer u Matlabu)

Ovaj jednostavan primjer ilustrira upotrebu entropije pri odredivanju da li novo
racvanje donosi nesto korisno kako bi se postiglo razlaganje s minimumom entropije:

1. Pocinjemo s definiranjem jedini¢nog signala energije 1:
w00 = ones(1,16)*0.25;
2. Racunanje entropije pocetnog signala (koristimo Shannonovu entropiju):

e00
e00

wentropy (w00, "shannon*®)
2.7726

3. Zatim razlozimo w00 koriste¢i Haarov wavelet :
[wli0,wl1l1l] = dwt(w00, "dbl");

4. Racunanje entropije aproksimacije prve razine w10:

ell
ell

wentropy (w10, "shannon*®)
2.0794

Detalj prve razine, w11, je jednak 0. Zbog aditivnog svojstva je entropija razlaganja
definirana s e10+e11=2.0794. To usporedujemo s pocetnom entropijom e00. Kako je
e10+e11<e00, zakljuCujemo da razlaganje ima smisla

5. Sad razlazemo w10 (w11 ne razlazemo jer je razlaganje vektora entropije nula
beskorisno)

[w20,w21] = dwt(wl0,"dbl");
6. Imamo w20=0.5*ones(1,4) i w21=0. Entropija aproksimacije druge razine je:

e20
e20

wentropy (w20, "shannon*®)
1.3863

Opet imamo e20+0<e10, pa zakljuCujemo da razlaganje smanjuje entropiju.



7. Nadalje:

[w30,w31] = dwt(w20,"dbl");
e30 = wentropy (w30, "shannon®)
e30 = 0.6931

[w40,w41] = dwt(w30,"dbl*")
w40 = 1.0000
w4l = O

e40 = wentropy (w40, "shannon®)
e40 = O

U zadnjoj operaciji razlaganja, zaklju€ujemo da je samo jedan dio informacije potreban
kako bismo mogli rekonstruirati originalni signal. Wavelet baza Cetvrte razine je najbolja
baza prema Shannonovoj entropiji (s optimalnom entropijom jednakom O jer je
e40+e41+e31+e21+e11=0).

8. Provodim razlaganje wavelet paketima signala s Haarovim waveletom razine 4

t = wpdec(s,4, "haar®, "shannon®);

Sljedec¢a slika prikazuje stablo wavelet paketa s ¢vorovima na kojima je oznaCena
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Slika 7. Vrijednosti entropije u wavelet stablu

0



9. Na kraju raunamo optimalno stablo
[bt,E] = besttree(t);

Najbolje stablo je prikazano na narednoj slici. U ovom slucaju, najbolje stablo odgovara
wavelet stablu. Cvorovi su oznac¢eni optimalnom entropijom.

N
N
{}/ \0
{}/ \O

Slika 7. Optimalne vrijednosti entropije



4. Kompresija podataka primjenom optimalnih stabala
wavelet paketa

U okviru wavelet paketa, kompresija podataka (kao i uklanjanja Suma), identi¢ne
su onima razvijenima za potrebe obi¢nih waveleta.

Algoritam kompresije je sljededéi:

1) provedemo razlaganje wavelet paketima u N razina (broj razina N odredimo
razlaganjem preko waveleta, koristeci kriterij entropijskog minimuma)

2) lzraCunamo optimalnog stabla (izraCun se provodi na nacin opisan u
prethodnom poglavlju)

3) Primjenimo metodu praga na detaljima razlaganja (identi¢no kao pri
kompresiji waveletima)

4) Provedemo rekonstrukcijski postupak

PoboljSanje u odnosu na wavelete je kompletnija analiza koja povecava
fleksibilnost.

Samo jednim razlaganjem uz koriStenje wavelet paketa generirat éemo velik broj

baza. Potom, uz pomoc¢ odgovarajucih metoda i alata (npr. Matlab funkcije besttree),
mozemo potraziti odgovarajucu.



U nastavku ¢u demonstrirati kompresiju jednog signala uz pomo¢ Matlab izbornika

wavemenu.

1. Ucitamo signal te odaberemo wavelet paket i nivo razlaganja. Odabrani
wavelet ¢ée biti db4, a razina 3. Potom, pritiskom na Analyze tipku provodim
razlaganje u potpuno stablo wavelet paketa
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Slika 8. Razlaganje u potpuno stablo wavelet paketa




2. Odabirom entropije te pritiskom na Best Tree izrauna se optimalno stablo
wavelet paketa. Odabrao sam Shannonovu entropiju. Na sljedecoj slici vidimo
da detalji DA, i DD, nisu dalje razlagani:

Best Tree Analyzed Signal : length = 1000
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Slika 9. Razlaganje u optimalno stablo wavelet paketa




3. Potom se odabere Compress te u ekranu koji se otvori namjesti Zeljeni prag i
opet odabere Compress. Prag sam namjestio na 1.
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Slika 10. Rezultati kompresije dobivene pomocu optimalnog stabla wavelet paketa

Iz ku¢ica s desne strane se moze ocitati da je uz prag postavljen na 1 i uz 96,77%
saCuvane energije originalnog signala Cak 74,27% elemenata originalnog signala
uspjesno zamijenjeno nulom.



4. Usporedba kompresije pomoéu optimalnog stabla wavelet paketa s
kompresijom pomocu wavelet stabla uz jednaku vrijednost praga (1)
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Slika 11. Rezultati kompresije dobivene pomocu wavelet stabla

Ocitavamo da je uz prag postavljen na 1, samo 91,68% energije ostalo sacuvano dok je
svega 59,31% elemenata originalnog signala zamijenjeno nulom.

Zakljucak:
Iz ovih rezultata je vidljivo da je u mnogim slu¢ajevima primjena wavelet paketa i njihovih
optimalnih stabala u kompresiji superiorna u odnosu na wavelet stabla.



