Ivan Krajnovi¢
Vladimir Mikasinovi¢
RAC

Projekt iz kolegija Napredne metode digitalne obrade signala:
Brza wavelet transformacija koriStenjem ljestviCaste
realizacije



0. Uvod

Otkako su raCunala postala sveprisutna, a DSP algoritmi svakodnevno
primjenjivani narasla je potreba za ucinkovitim realizacijama algoritama obrade
signala. A kako su waveleti jedna od sloZenijih 1 zahtjevnijih transformacija za
oc¢ekivati je da se ni mogucnosti za mala povecanja u brzini izvodenja nece ignorirati.

U ovom seminaru ¢emo prezentirati realizaciju brzih wavelet slogova koriste¢i
ljestviCastu realizaciju ¢ime se moze dobiti dodatnih max. 50% ubrzanja (za duge
filtre) u odnosu na polifaznu realizaciju.

Dok na papiru 1 u kontekstu algoritama 50% moZda 1 ne zvuci puno - itekako
se isplati, a pogotovo kod embedded uredaja koji jo§ dugo vremena nece imati
procesorske moci i memorije za razbacivanje i u realtime primjenama gdje je brzina
direktno vezana uz cijenu i moguénosti sustava.

U uvodnom dijelu seminara ¢emo se nakratko podsjetiti polifazne
dekompozicije, u srediSnjem ¢emo objasniti pojedinosti vezane za ljestvicastu
realizaciju, a na kraju seminara slijedi par primjera i objasnjenja t¢ MATLAB kod
kojim su primjeri generirani.

1. Polifazna reprezentacija

Kod uobicajenog crtanja dekompozicijskog dijela wavelet filtarskih slogova
nakon filtara slijede decimatori za faktor 2. lako je takva reprezentacija zgodna i
razumljiva o€ito je kako nije najbolje rjeSenje buduci da pola podataka koje smo
izracunali odmah odbacujemo.

Slicna konstatacija vrijedi i za rekonstrukcijsku stranu gdje u ulazni signal
nepotrebno ubacujemo nule i pove¢avamo broj racunskih operacija.
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Slika 1: "obi¢na" realizacija wavelet filtarskog sloga

U stvarnosti se wavelet slogovi ne realiziraju na ovaj nafin nego se na njih
primjenjuje (barem) polifazna dekompozicija koja broj operacija prepolovljuje i
dovodi ga u ocekivane okvire.



Polifaznu dekompoziciju filtra izvodimo tako da razdvojimo parne i neparne
uzorke signala 1 impulsnog odziva filtra i dopustimo djelovanje samo parnih na parne
1 neparnih na neparne. Zasto je tome upravo tako - objasnjeno je u nastavku.

Pocinjemo sa rastavljanjem ulaznog signala na parne i neparne uzorke:
X(z)=X,(z2)+z7'X,(z%)

a isto postupimo i sa impulsnim odzivima dekompozicijskih filtara Hy 1 H;:

Hy(z)= Hoo(zz)"‘Zile(Zz)
H (z)= H10(22)+271H11(22)

PokuSamo li izraCunati rezultat filtracije takvim slogom:

H,(2)X(2)=Hy(z2) X, (z°)+z " Hy (27) X, (2°) +
271H01(22)X0(22)+272H01(22)X1 (z%)
H(2)X(2) = H,j(z") X, (") + 2 H,, (2") X, (") +
Z_IHU(ZZ)XO(ZZ)+Z_2H11(22)X1(22)

1 podsjetimo li se da nakon filtracije dolaze decimatori koji odbacuju neparne uzorke -
dolazimo do zakljutka da neparne ¢lanove ne moramo ni ra¢unati (¢lanovi sa z™).

Izbacimo li onda te ¢lanove i jednadzbe za Hy(z)X(z) i Hi(z)X(z) prikazemo u
matri¢nom obliku dobijamo:

Hy(2)X(z)
H\(2)X(2)

}zHP(z)X(z)

gdje su Hp(z) 1 X(2):

HP(Z)=|:HOO(Z) H01(Z):|
H(z) H,(z2)
_ X,(2)

X(Z)_{Xl(z)i|

Sto je uobicajen nacin predstavljanja pomocu polifaznih matrica.



Polifazna matrica rekonstrukcijske strane je tada:

Fo(z) = F,(z) F(2)
; Fo(2) Fy(2)

Cijeli wavelet slog crtamo ovako - "skrivaju¢i" polifaznu realizaciju u jedan blok sa 2
ulaza i 2 izlaza:
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Slika 2: Polifazna realizacija wavelet filtarskog sloga

Ukupna usteda operacija ovakvim nac¢inom racunanja je:
1/2 (krai filtri) * 1/2 (kraéi signal) * 2 (radunaju se dvije filtracije) = 1/2 = 50%

Da se moze 1 bolje od ovoga vidjet ¢emo u nastavku seminara.



2. Podizanje (lifting)

Pojam podizanja (iako malo nespretan) se u kontekstu wavelet transformacija
koristi za realizacije u kojima se putem filtara postavljenih kao ljestve svojstva
neparne (ili parne) grane "podizu" prema Zeljenim koriste¢i signal iz druge grane.
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Slika 3: Polifazni filter s jednim stupnjem podizanja

Jednostavan primjer podizanja bi bila linearna interpolacija parnih uzoraka na
temelju neparnih. Filtar koji bi bio u "ljestvama" bi bio jednostavan usrednjiva¢ na
temelju 2 uzorka.

Ovakva realizacija vodi na kaskadiranje pojedinih "precki" Ijestava, a u
matriénom zapisu na umnoske alternirajucih koraka podizanja:
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Dodavanjem koraka podizanja mozemo dobiti filtar zeljenih svojstava, no
pokazuje se da je mogu¢ i obrnuti smjer - dizajnira se filtarski slog i faktorizira se u
korake.

Dodavanjem jednog koraka podizanja dobijamo:

HOnew(Z) = HO _HIS(ZZ)
HO (Z) = HOnew(Z) + HlS(Zz)

Iz ¢ega se jasno vidi da inverzni filtarski slog mozemo lako dobiti. Podizanje uvijek
djeluje samo na jednu granu tako da ¢emo inverz dobiti jednostavnom primjenom
koraka podizanja unazad i promjenom predznaka na zbrajalima.

Treba naglasiti da navedena moguénost vrijedi bez obzira na "ljepotu” funkcija Si1 T
(linearnost, vremensku nezavisnost...)

Neke prednosti ljestvicaste realizacije:

1. Ubrzanje do 50% (za dugacke filtre)

2. In-place racunanje Stedi memoriju

3. Ljestvicasta struktura jam¢i mogucnost rekonstrukcije i to za bilo kakve funkcije
podizanja S1T.



3. Euklidov algoritam

Da je faktorizacija u korake podizanja moguca za svaki filtar pokazali su
Daubechies i Sweldens. Za odredivanje faktorizacije predlozili su Euklidov algoritam
dijeljenja (nalazenja najveCeg zajedniCkog nazivnika) primjenjen na Laurentove
polinome koji predstavljaju impulsne odzive filtara.

Euklidov algoritam za Laurentove polinome:
a,(z) =a(z)
by(z) =b(z)

poc¢evsSi od i=0 ponavljaj slijedeée korake dok b; ne postane 0:

a;,(z2)=b,z)
b, (z2)=a,(z)%b,(z)

gdje % predstavlja operaciju modulo.

Rezultat Euklidovog algoritma prikazan matri¢no jest:

«)]_pfa@ e
b(z) 1 0f O
Treba napomenuti da rezultat dijeljenja Laurentovih polinoma nije jednoznacno

odreden ve¢ samo do faktora z" - postoji mnogo razli¢itih faktorizacija §to daje veliku
slobodu izbora.

4. Faktorizacija polifaznih matrica

Uzmemo li nasu polifaznu matricu i na njoj primijenimo jedan korak
podizanja dobit ¢emo:

P, (2)=P(z) 0| |Hy(2)+S(2)Hy(2) Hy(2)
new =S S(z) 1 - H(2)+S(2)H, (z) H,(2)

Primjetimo da izrazi u prvom stupcu desne matrice izgledaju kao poznati
izrazi za dijeljenje s ostatkom (A=B*Q+R) te ¢emo primjenom Euklidovog postupka
na prvi stupac moc¢i obrnuti postupak i iz ve¢ gotove polifazne matrice dobijati jedan
po jedan korak podizanja.

Postupak zavrSava kada je matrica potpuno faktorizirana i tada se obicno
dodaje i korak skaliranja oblika:

K, 0
0 K,

gdje su K, 1 Kp recipro¢ne konstante.



5. Primjeri i komentari

haar-ov wavelet:

[ N22 22
V22 202

Koraci podizanja su:

| 0.7071 0 |
\ \
ans = | |
\ \
| 0 1.414 |
\ 1 (O
\ \
ans = | \
\ \
| = 0.5 1 |
I 1 1
\ \
ans = | \
\ \
| 0 1

Sto odgovara Matlabovoj faktorizaciji (Matlab drugacije slaze filtere u polifaznu
matricu pa su koraci transponirani):

[ 1 0 | |1 - 0.5 | | 0.7071 0
\ (. [
\ (. (.
\ (. [
|1 1 | | 0 1 | | 0 1.414
db4 wavelet:
Koraci podizanja su:
| 0.1224*z"~(-1) 0
\ \
ans = | \
\ \
| 0 8.172*%z" (+1) |
[ 1 - 3.072*z" (-1) |
\ \
ans = | \
\ \
I 0 1 \
\ 1 0 |
\ \
ans = | \
\ \
| + 0.0006873*z~(+1) + 0.05762 1
1 - 16.26 + 5.199%z" (-1)

\
\
ans = |
|
\



\
\
ans = |
I
\

- 0.116*z"(+1) - 0.292 1
|1 3.103 |
\ \
ans = | \
\ \
I 0 1 \

Sto je takoder identicno Matlabovoj faktorizaciji.

Primjere za filtere viSeg reda nisam prilozio jer bi zauzimali previse prostora, a
sve ih je moguce dobiti koriStenjem prilozenog programa ako ga se uputi na "pravi
put" kod odabira rezultata dijeljenja - npr. gledaju¢i ve¢ gotovu Matlabovu
faktorizaciju ili metodom pokusaja i promasaja.

Nazalost taj put (pogotovo za filtre viSeg reda) nije ocit 1 ne postoji neka
pametna metoda kojom bi ga odredili bez da razmatramo sve moguénosti. (Mozda i
postoji, ali nisam vidio da se u literaturi spominje)

Matlab, koliko sam uspio primijetiti, isprobava sve faktorizacije no to dosta
traje (22 sekunde za db8 na mom P4), a sam algoritam je relativno velik i razasut kroz
nekoliko prili¢no kompliciranih funkcija.

S obzirom da nije imalo smisla direktno koristiti Matlabove funkcije za
faktorizaciju odlu¢io sam se ipak napisati ovakvu pojednostavljenu verziju koja
demonstrira osnovni algoritam ali zahtijeva ljudsku pomo¢ kod odabira rezultata
dijeljenja.



6. MATLAB kod

clear all;

% Odabrani wavelet
odabir="db2"';

o°

Uzmi Laurentove polinome koji odgovaraju odabranom waveletu
Prvo ide rekonstrukcijski par, a onda analiticki
[FO,F1,HO0,Hl]=wave2lp (odabir) ;

o°

% Ispisi Matlabovo rjesenje za faktorizaciju
[MF, PM]=ppmfact (HO, H1) ;

disp (PM) ;

displmf (MF{1});

disp('----- ')

% Uzmi polinome HOO, HO1l, H10, HI11
HOO=even (HO) ;
HOl=o0dd (HO) ;
H10=even (H1) ;
Hll=odd (H1) ;

% Slozi polifaznu matricu
M=laurmat ({HO0,HO01;H10,H11})

% Euklidski algoritam
k=0;

MA=laurmat ({1,0;0,1});
% Cell matrix za pospremanije rezultata faktorizacije
ki=1;

koraci={};

while 1
% primal ili dual faktorizacija ?
if k==
A=H10;
B=H11;
else
A=HO01;
B=HO0O;
end

Ispisi i podijeli polinome

W > o

DM=euclidediv (A,B) ;

% Ispisi sve kombinacije Q i R
for i=1l:size (DM, 1)
disp (sprintf ('Kombinacija br. %d :',1i));
disp('Q:");
disp(DM{i,1});
disp('R:"');
disp (DM{1i,2});
end

% I daj korisniku neka odabere jednu
j=input ('Odaberi kombinaciju :');
Q=DM{Jj,1};

R=DM{3j,2};

% Izracunaj novu polifaznu matricu i korak podizanja
if k==
korak=laurmat ({1 0;Q 1})
HOO0=H00-Q*HO01;
H10=H10-Q*H11;
else
korak=laurmat ({1 Q;0 1})
HO1=H01-Q*HO0O0;
H11=H11-Q*H10;
end



o

% Ispisi novu matricu i zabiljezi korak
nova=laurmat ({HOO HO1,;H10 H11})
koraci{ki}=korak;

ki=ki+1;

% Uvjeti zaustavljanja i zavrsni koraci skaliranja:
% Ako je matrica gornje trokutasta - dodaj korak skaliranja i zavrsi
if nova{2,1l}==

n=nova;

n{l,1}=1;

n{2,2}=1;

n{l,2}=n{1,2}/nova{l,1};

koraci{ki}=n;

ki=ki+1;

n=nova;
n{l,2}=0;
koraci{ki}=n;
break;
end
% Ako je matrica donje trokutasta - dodaj korak skaliranja i zavrsi
if nova{l,2}==
n=nova;
n{l,1}=1;
n{2,2}=1;
n{2,1}=n{2,1}/nova{2,2};
koraci{ki}=n;
ki=ki+1;

n=nova;
n{2,1}=0;
koraci{ki}=n;
break;

end

% Promijeni tip faktorizacije
k=1-k;
end

MA=laurmat ({1 0;0 1});

disp('Koraci podizanja su:');
for j=ki:-1:1
koraci{j}
MA=MA*koraci{j};
end

disp ('Umnozak svih koraka je:');
MA

return
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