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:-| Teme predavanja

N_apredne metOde_ = Motivacija za nejednoliku razlucivost
* digitalne obrade signala = CWT - Kontinuirana wavelet transformacija

T = definicija,

= Svojstva,

= primjeri.

Prof. dr. sc. Damir Sersi¢ « DWT - Diskretna wavelet transformacija
http://nmdos.zesoi.fer.hr « definicija,

= Svojstva,

= DWT filtarski slog.

Motivacija za nejednoliku

razlucCivost Kontinuirana wavelet transformacija
= Razludivost razlaganja je kod STFT-a = Umjesto ™ 1 t—7
odredena svojstvima viemenskog otvora. gt-1)e’”" > —y|—
= Odabrani kompromis uslijed principa a a
neodredenosti vrijedi za cijelu T-F ravninu. = (0 — lokalni analizirajuéa funkcija Zeljenih svojstava
= Cesto jedna vremenska tocka analiziranog u obje domene, z — pomak, @ — skala.
signala ima slozen frekvencijski sadrzaj. = Rezultat: CWT.
= Za takve signale bi odgovarala analiza koja _ 17 A(1-7
nema konstantnu rezoluciju. X(@a)= \M .[ XOv a at
= U tom slucaju bi ukupno odredenje slozenog e,
signala moglo biti preciznije od odredenja u = Za realne y({) ne treba konjugacija  (mi cemo to u
jednoj tocki T-F ravnine. nastavku Cesto podrazumijevati).
3 4

CWT :-| CWT, razlucivost
17 ft—1 1 t—-7
X(r,a)=—= | x(t) v (—jdt V/()
Ja oS '\ a
= Rezultat X(z, a) : = Otvor y odreduje lokalizaciju u vremenu i

= ima dimenziju viSe od dimenzije signala, skali.
= ovisi 0 odabranom “vali¢u” w9 ,

. funkcilja razlaganja nije ogranicena samo na = Pitanja:
kompleksnu harmonijsku funkciju e, = gdje su centri koncentracije energije
. “vaIi_é’_’ (8 osigurava ielje_rja svojstva razlaganja, = i kolika je efektivna irina
= analizirajucu funkciju pomic¢emo za 7, stezemo ili .. . . 5
rastezemo za skalu & i usporedujemo s x(¥), = funkcija razlaganja u obje domene?
= “skala” aje veli¢ina obrnuto proporcionalna
frekvenciji. s 6
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CWT, sredista koncentracije

= SrediSte koncentracije energije u vremenskoj domeni:
2

2
J.t 1 y/(t_—rj a PPt I(at’+r i(//(t' adt'
e ‘a‘ a -7 S ‘a‘
f=—»> L = =
e =7 2 a . 2
J~ 1 W(t—rj R ) Iiy/(l, adt'
= ‘a‘ a a : ‘a‘

Tt\y/(z]zdt T\x//(t]zdt

Jwefar futf a

=at,+7.

!-| CWT, sredista koncentracije

= Konacno, srediSte koncentracije energije u
vremenskoj domeni je:

[.=at, +7.
= Cest (ali ne i jedini) izbor je y simetri¢na oko
nule (¢,=0),atadaje { = =
= SrediSte koncentracije je u potpunosti
odredeno vremenskim pomakom z, a veza je
linearna.

!-| CWT, srediSta koncentracije

= U frekvencijskoj domeni imamo:

!-| CWT, efektivne Sirine

= Vremenska efektivna Sirina:

1 t—-7
= g = O—o P —jor o _ 2
oo o 16w e
= Srediste koncentracije u frekvencijskoj domeni je: A== a az =..=a’-A, A =a A,
o o W1 (-1
J.w‘x/g-‘}'(aw) el de J.cu\‘{‘(anZ do | ,[ ﬁW(Tj dt A, _Ay
w == =0 T o " . v oa
¢ T +e Frekvencijska efektivna Sirina:
”\/;.‘P(aw) " do .H‘I’(acuy daw “ " ) .,
0 0 J‘(w—ww)z‘x/g-‘}'(aw)e”“” do )
+ + A
w =wyla. A?f:’” — =.=—t
= Veza sredidta w, i skale a nije linearna! H«/E-\P(aa))e”‘” ‘do “
9 —w 10
!-| CWT, razlucCivost Razlucivost u T-F ravnini
t.=at,+7, A/=a-A,
wr7&. A/:A—‘*’, A, -A, =const.
a ) a

= Centri koncentracije energije funkcija
razlaganja u obje domene su
linearno ovisni o0 pomaku z i nelinearno
ovisni o skali a.

= Efektivna Sirina funkcija razlaganja u obje
domene je promjenjiva, ali je produkt Sirina
konstantan i odreden svojstvima otvora ¥.

11

= Sredista elipsi predstavljaju centre funkcija razlaganja
(7, o~1/4), a dimenzije efektivne Sirine.

= Svojstva, odnosno geometrija funkcija razlaganja u
T-F ravnini je promjenjiva!! 12
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:-| Razlucivost: CWT i STFT :-| Primjeri wavelet funkcija

¢ ‘ ‘ ‘ cwr ¢ STFT = Morlett:  v(r)=e 7 cos5r.

]

T T

= STFT: konstantna rezolucija na cijeloj T-F
ravnini.

= CWT:
= finija rezolucija u frekvencijskoj domeni za NF,
= finija rezolucija u vremenskoj domeni za VF.

13

Usporedba CWT-STFT

:-| Primjeri wavelet funkcija A
2 a=2 =172

= Sombrero: w(t)=Cl-1*)e 2.

= CWT = STFT
Morlett (Gauss, realni
dio)
a=1/2 w=2

= Sirina otvora se = Sirina otvora konstantna,
15 mijenja, broj vali¢a isti. broj vali¢a se mijenja. 16

Usporedba CWT-STFT
:-| CWT na primjeru
-2 = Analizirani signal: dva sinusa, L
¢ Morletov wavelet. w(t)=e * cos(5t)
L j
|
b | |
= CWT _, =STFT e |
Morlett a= (Gauss) ot 1 |
(8] |
[ |
a=1/2 3
= Sirina otvora se mijenja, = Sirina otvora
produkt A;Afje konstantan. konstantna. 17 18
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:-| CWT na primjeru
Absolute Values of Ca,b Coefficients fora = 0.0625 0.068157 0.074325 0.081052 0.088388
64

lokalizacija
u
frekvenciji
bolja za NF
Vrlo
precizna

lokalizacija ' 300 400 500 600
u vremenu time (or space) b
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CWT, inverzna formula

X(r,a)= \ij(z).,/( )dt

= Analogijom pretpostavimo da postoji inverzna
formula oblika:

+00 400

x(t) = j jX(r a)\/H [;Tjdadr

r=—00 a=0

= gdje je C neka nepoznata konstanta.

20

:-| CWT, inverzna formula

= Izvod je sli¢an ali slozeniji od STFT-a, pa ga
ovdje ne reproduciramo.
= Pokazuje se da nepoznata konstanta iznosi:

= ¥Y(w) je Fourierova transformacija od yA{).
= Uvjet prihvatljivosti funkcije y ujedno je i
odreden gornjim izrazom (0 < C< ).
21

:-| CWT, inverzna formula

= Lako se vidi da je za konacan iznos:

= nuznodaje ¥ (0)=0
= Vali¢ ne smije imati istosmjernu komponentu,
odnosno: .,

22

CWT, transformacijski par

= Konacno imamo transformacijski par:

X(r,a)= \F f x() v ( j 1,
1 1 t—71 .
X)) = j j X(z,a) \/;w(aj da dr;

m Uz (0 < C< )

C= qu(aa)’y do Tt//(t)dr =0.

—0

23

Postupak racunanja CWT
= A)U Fourierovoj domeni:
X(z,a)= JX(Z)V/ ( jdt
X = oo [ XN ¥ aa)e " do,
i o oo

= Dobiveni izraz je Fourier—[X(-w)¥(aw)].

24
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Postupak raCunanja CWT :-| Postupak raCcunanja CWT

= B) Kao slog filtracija za razlicite skale a: = Konvolucija x(¢) i y*(-¢t) odgovara
1 T 1 pojasnopropusnom filtriranju:
X(T,a)=ﬁ:[)x(f)vf [—Z(T—f)}d% x X(51)

= Zaa=#1imamo:

X(z,a)= % fx(l) y/*[fé(r 71):‘dt,

= Za a=1 vazi:

X(r) = Tx(t) l,//*[— (¢ —t)]dt,

-0

= Dobiveni izraz predstavlja konvolucijski * X(@ 3
integral funkcija X(¢) i y*(=2). = Pojasnopropusni filtar je promijenjene &irine i
» sredisnje frekvencije. %

:-| CWT kao slog filtara :-| Diskretizacija WT

= Nekajea=1,2,4,..
= CWT moZemo racunati slogom nejednakih X(r,a)= NZEA Jx(t) ( jdt
filtara:
X | wr0) Oznatimo srediste pojasa sa @, [ ] Diskretizacija uskladena s razlucivoscu:

Xz 1) jefektivnu &irinu filtra sa A.
a=a, - logaritamska podjela u skali
(frekvenciji)

P¥(-20) Srediste pojasa je o, /2, r=mTa .
XD okt Siina je a2 . - pomak uskladen s iznosom skale
y.t=mTa,
X(z,4) Srediste pojasa je o / 4,
a efektivna Sirina je A / 4.
27 28

:.| Diskretizacija WT :-| Uvjet rekonstrukcije

) [ t j x0)= Y Y X[mklv,,. )
y|——-mT
0

m=—0 k=—0
k ae s ;. Lvp e
N = Rekonstrukcija je moguca i to na numericki

k- ; stabilan nacin ako postoje dvije konstante A i
DWT X|m,k x() 1//[ Jdt
gl

Funkcije razlaganja v, (1) =

B za koje vrijedi:
A <l e o

w
energija signala ;_V_d A, signala
‘ ‘ ‘ ‘ A o o
ednolika kvantizaci 0<A<B<w
nejednolika kvantizacija . . v .
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ = o e ) = Kod DWT-a ne postoji ekvivalent nuznog uvjeta
702 <2, koji je vrijedio za Gaborovu ekspanziju,

T 29
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:-| Oktavna DWT

= Kod waveleta se lako mogu pronaéi ortogonalne
baze s dobrim lokalizirajucim svojstvima u obje
domene (Sto nije bio slucaj s Gaborom).

= Za realizaciju Cest izbor je a,=2
tj. oktavna podjela frekvencijske skale.

= Prednost: moguénost brze realizacije filtarskim
slogovima.

W, ()= \é—kw[ztka j

31

Oktavna DWT kao slog filtara

= Ponovno prikazimo CWT filtarski slog.
Oznacimo a = 29, 21, 22, ... i otipkamo uzorke
rezultata.

. X W*(-200) L e oy 720
= Zbrojena (%)

Sirina svih
. g -
filtara j > & { ¥H(-210) w27 2

jednaka je
Sirini & - tog
filtra.

PH(-220) "o X(m 22T, 22)

—— 1
Problem: NP filtri vrlo visokog reda! 3,

:-| Oktavna DWT kao slog filtara

= Ideja za rekurzivnu realizaciju

X AA@ L e x(mT, 29

H (@)

Ly(@) Hyw) [T X(m22T,2?)
<[: Ly(w) | ..

Kaskadno realizirani filtri mogu biti znacajno nizeg reda. 3
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