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:-| Teme predavanja

N_al:_)redne metOde_ = Motivacija za vremensko-frekvencijske obrade
* digitalne obrade signala = STFT — Fourierova transformacija na
i vremenskom otvoru

= definicija,

= Svojstva,

Prof. dr. sc. Damir Sersi¢ « primjeri.

http://nmdos.zesoi.fer.hr =« Diskretna STFT, Gaborova ekspanzija

= definicija,

= Svojstva.

:-| Motivacija za T-F analizu :-| Motivacija za T-F analizu

= Fourierova analiza daje nam uvid u = Signal promjenjivih svojstava: dva sinusa.
frekvencijski sadrzaj analiziranog signala. [ ———— P—

= Pod pojmom “frekvencijski sadrzaj”
podrazumijevaju se harmonijske funkcije.

= Harmonijske funkcije nisu lokalizirane u
vremenu.

= Stoga rezultat analize nema eksplicitnu RIS LEAYNSNINEL
vremensku dimenziju.

IS EEREE

= Vide se ili vremenski ili frekvencijski odnosi —
niti jedan prikaz nije idealan.

:-| Motivacija za T-F analizu :-| Grupno kasnjenje T(“’)?d(gi?)-

= Vremenski odnosi su ugradeni u = Grupno kasnjenje ima jasan |
. . L smisao ako se “frekvencijski -
frekvencijsku karakteristiku, ali nisu sadrzaj” analiziranog signala
uvijek eksplicitno vidljivi. gggk?da u jednoj vremenskoj

= Poznata mjera, koja se dobiva iz fazne
karakteristike je grupno kasnjenje:
negativni

()= @), T(o)o_30l0) g;

do ] |
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:-| Grupno kasnjenje T(w):—diﬁf’).

= Grupno kasnjenje nije dobra .,
mjera ako se identicni
frekvencijski sadrzaj
analiziranog signala dogada
u viSe vremenskih tocaka.

“srednji”
nagib

:-| Trenutna frekvencija

= Analogna mjera za kompleksne signale
u vremenskoj domeni je trenutna
frekvencija:
()=alter, ()= 220
= Njezin je smisao takoder upitan ako u
identi¢noj vremenskoj tocki postoji vise
od jedne frekvencije u signalu.

Vremensko frekvencijska

:-| (T-F) analiza

t f
~ ™~
W

t, f

= Zelimo takvu transformaciju da istovremeno
opazamo vremenske i frekvencijske odnose

:-| FT na vremenskom otvoru - STFT

= Umjesto
el 5 g(t—r7)el
= ¢(8 — lokalni analizirajuci otvor Zeljenih svojstava u
obje domene, r — pomak.
= Rezultat: STFT.

+o0
X(z,0)= [x®)g"(t-7) e *dt
= Za realne g({) ne treba konjugacija * (mi ¢emo to u
nastavku Cesto podrazumijevati).

:-| STFT

X(r,0) = jx(t)g(t—r)e’j‘“‘dt
= Rezultat X (7, w) oCito:
= ima dimenziju vise od dimenzije signala,
= ovisi 0 odabranom vremenskom otvoru.
= Funkcije razlaganja ¢ine neprebrojiv i
redundantan skup (po 7 i @):

{g(t—r) ei”"}
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:-| STFT, razlucivost

{g(t—r) ej‘”‘}
= Uslijed otvora g, funkcije razlaganja su
lokalizirane u vremenu i frekvenciji.
= Pitanja:
= gdje su centri koncentracije energije
= i kolika je efektivna Sirina
= funkcija razlaganja u obje domene?
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STFT, sredista koncentracije
= SrediSte koncentracije energije u vremenskoj domeni:
[fot-o)e[dt  [tolt—o) dt
t = = =
ﬂg(tfr)e"’“‘

= Za funkciju g konaCne energije supstitucijom ¢'= t+1¢
dobivamo £ = f+z.

= NajceCi izbor je g simetricna oko nule (£ = 0), a
tadaje L = =

= SrediSte koncentracije je u potpunosti odredeno
vremenskim pomakom 7z, a veza je linearna.

*dt T‘g(tfrxzdt
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STFT, sredista koncentracije

= U frekvencijskoj domeni (oznaka w ) imamo:
{ot-r) e} O— {Gw-m)el™)r}
= Sredite koncentracije u frekvencijskoj domeni je:

TW‘G(W— o)t dw TMG(W— o) dw

W, == === =W; + .
HG(W—a))e”W"“)’ * dw .HG(W—a)XZ dw

= Najcesdi izbor je niskopojasni G (w) simetrican oko
nule (ng = 0), a tada je u, = . Veza je linearna.

:-| STFT, efektivne Sirine

= Vremenska efektivna Sirina:

+o0 0

J=Flat-r)erfar  firyiawyar

A== ==
[|ott-z)er [ dt [lot )y ar

t
= Frekvencijska efektivna Sirina:
J.(W—a))z‘G(W—a)) el | g

HG(W—&)) gitw-orf®

-

2
:Ag

dw
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:-| STFT, razlucivost

{g(t—r)ej‘”‘}

= Centri koncentracije energije funkcija
razlaganja u obje domene su
linearno ovisni 0 pomaku 7 i frekvenciji w.

= Efektivna Sirina funkcija razlaganja u obje
domene je konstantna i definirana svojstvima
vremenskog otvora.

= Odnos Sirina zadaje princip neodredenosti.

Izbor otvora

= Pravokutni u vremenu

| L
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Izbor otvora

= Idealna lokalizacija u jednoj domeni uzrokuje
loSu lokalizaciju u drugoj.

= Najmanji produkt efektivnih Sirina daje
Gaussov otvor.
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i Razlucivost u T-F ravnini * Razlucivost u T-F ravnini

0]

= Sredi$ta elipsi predstavljaju centre funkcija razlaganja = Smanjenje efektivne Sirine u jednoj domeni
(7 ), a dimenzije efektivne sirine. gJovecanje rezolucije) dovodi do povecanja u
r

= Svojstva, odnosno geometrija funkcija razlaganja u ugoj (smanjenje rezolucije).
T-F ravnini je konstantna. 19 2

i Razlugivost u T-F ravnini i Dvasinusa & il

w

= Smanjenje efektivne Sirine u jednoj domeni
g)ovecanje rezolucije) dovodi do povecanja u
rugoj (smanjenje rezolucije).

20 e 2

i Dva sinusa, Gaussov otvor i Dva sinusa, $iri Gaussov otvor

" Lljevo: amplltuda, desno faza = Veca neodredenost u vremenu,

manja u frekvenciji.
23 24

Napredne metode
digitalne obrade signala 4



Dr. sc. Damir Sersi¢ ©2004-2008

:-| Dva sinusa, uzi Gaussov otvor !-| Pripadni analizirajuci otvori

= 2D funkcija koja ilustrira razlucivost koristenih
otvora racuna se kao G, (t w) = g(&)-|Aw)|.

= Veca neodredenost u frekvenciji,
manja u vremenu.
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:-| STFT, inverzna formula :-| STFT, inverzna formula

+o . i X(z,0)
X(r,0) = jx(t)g (t—7)e 1”'dt
- X(t)==——=|[[x®) g (' ~z) e "dt' h(t—7) e'dw dr
= Analogijom s Fourierovim integralom, 0 2z C '[{;[ ©)g'( ) t-7)

pretpostavimo da postoji inverzna formula

oblika: = Promijenimo redoslijed integracije:
o » _ 1 ’ —jo(t'-t) * et '
(t)-—:[ [X@o)he-r)erdods x(t)—ﬁlx(t)iel dw{g (t'~7)h(t—7) dz dt
zmsit'-t)

= gdje je /hza sada nepoznata funkcija, a C ) . L
nepoznata konstanta. = Integral preko Diracove funkcije lako rijeSimo.

27 28

:-| STFT, inverzna formula !-| STFT, inverzna formula

X(t) =éx(t)jg*(t—r)h(t—r) dr = Konacéno imamo transformacijski par:

X(r,0) = | x(t)g"(t—7) e 'dt,
= OCito, za jednakost mora vaziti: (r,0)= I g (t-7)

[o"e)he)dx=c X(t) = o H ‘ “X( 0)g(t-7) e dodr;

T o

X
= Dobar izbor: = uz jedini uvjet da je otvor g kona¢ne energije.

h(t) = g(t), I\g(t)\zdt =[g|* =cC. = Ako se g odabere takav da mu je energija
jednaka 1, izraz se pojednostavljuje.

29 30
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:-| Postupak raCunanja STFT

= A) Kao niz Fourierovih transformacija za
razliCite vremenske pomake z:

X (z, ) :j[x(t)g*(t—r)]e‘j”‘dt,

X(r,w)= Fourier[x(t)g*(t—r)] .

Flz]
Flz]
Flz]

=
N

o

N
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Postupak raCunanja STFT

= B) Kao slog filtracija za razlicite frekvencijske
pomake w:

X (z, ) :j[x(t)-e-i’"‘]g*(t—r) dt.
= Za w=0 \l/aii:
X(7,0) = [x(®) g’[- (= -1)]dt.
= Dobiveni iztraz predstavlja konvolucijski

integral funkcija x(¢£) i g*(-¢).
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Postupak racunanja STFT

= Konvolucija x(¢) i g*(-¢t) odgovara filtriranju:

e | H50

= Za w# 0 imamo:
X (z.0) = [[x)- e ]g"[ (=~ t)] .

= Sto mozemo prikazati kao:

@ X o)
eot]
= Mnozenju sa et odgovara pomak u
Fourierovoj domeni: X (w +w). 13

STFT kao slog filtara

= Jednostavnom supstitucijom frekvencijski
pomak signala moZzemo nadomijestiti
frekvencijskim pomakom filtra.

= Konacno, STFT moZemo racunati slogom
ekvidistantnih filtara:

@ | AG o)
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:-| Diskretizacija STFT

X(r,w) = Tx(t)g*(t —7)e it

—o0

= Diskretizacija uskladena s razlucivoscu:
s 7=mT, w=kQ.

X[mT kQ]= [x(®)g"(t-mT) e dt
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:-| Diskretizacija STFT

X[mT k@)= [x(®)g"(t-mT)e " dt

= Funkcije razlaganja Cine prebrojiv skup:
{0, Inc®=9(t= mT ) e

diskretni diskretni
vremenski frekvencijski
pomak pomak

— jednolika kvantizacija T-F
ravnine

36
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Diskretizacija STFT

= Da li se iz diskretnog skupa koeficijenata
X[m, K] moze restaurirati analizirani signal
X(§) i to na numericki stabilan nacin?

0= 3 X[mk] g, O

m=—o0 k=—00
= Rekonstrukcijska (inverzna) formula poznata je
pod nazivom Gaborova ekspanzija signala.

= X[m,K] je mjera sadrzaja x(&) na lokaciji m7, k.
= Kada je moguéa rekonstrukcija?
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Potrebna svojstva

= Signal konacne energije mora se preslikati u
spektar konacne energije (ne nuzno iste).
= Energija signala: +0

j Ix(t)[dt

= Energija spektra: +0

> S[X[mk]’

m=-o0 k=—o0

. Uvjet vodi na formulaciju:

3 z\x[m K|’ <B- j\x(t)\ Gt postns

e —, konstanta i

Potrebna svojstva

= Inverzna transformacija mora spektar konacne
energije vratiti u signal konacne energije.

. Uvjet vodi na formulaciju

A je_ peka
A [pofats 3 SIXmAl e

. Oba UV]eta zaJedno

A j\x(t)\ dt< S Z\x[m k]’<B- j\x(t)\ dt,

M=o k=

0<A<B<w.
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Dovoljan uvjet

= Rekonstrukcija je moguca i to na numericki
stabilan nacin ako postoje dvije konstante A i
B za koje vrijedi:

AN XXk B ¥

v m,k —
energija signala | energija signala
energija koeficijenata
0<A<B<w

= Razlaganje moze biti i redundantno ili
neuniformno, a konstante A i B zadaju
energetski okvir transformacije (engl/. frame).

:.| Dovoljan uvjet

= Kako u konkretnom slucaju Gaborove
ekspanzije pronadi zadovoljavajuce funkcije
razlaganja {gm ) (t)}?

= Teoriju okvira (eng. frame theory) za slucaj
GE, odnosno diskretne STFT, izucavali su
Weyl, Heisenberg, Gabor i mnogi drugi.

= Jedan od najvaznijih rezultata je teorem
otipkavanja.

41

NuZan uvjet rekonstrukcije

= 70> 27 podotipkavanje
= rekonstrukcija nije moguca.
= 70Q=2rgranicni (kriticni) slucaj
= moguca rekonstrukcija,
= Ne mogu se posti¢i dobra svojstva lokalizacije u obje
domene.
= 70 < 27 nadotipkavanje
= moguca rekonstrukcija,
= redundantno razlaganje,

= mogu se postic¢i dobra svojstva u obje domene.
42
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