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,_:| Teme predavanja

= Fourierova transformacija
= Centar koncentracije energije
» Efektivna Sirina, produkt Sirina

= Fourierov red

= FT vremenski diskretnih signala

= Diskretna Fourierova transformacija
« DFT kao matri¢ni operator, unitarnost

:-| Fourierova transformacija

= Definicija:

+00

[ xt) e dt = X(o)

—  signal kompleksna
harmonijska
funkcija

» XMo)- izmedu x(£) i e«
= Neprebrojiv skup funkcija {&**} je ortogonalan:

Jej”“ e lldt = 27 8(w, - w,).

—o0

= Harmonijske funkcije {&“t} ¢ine bazu razlaganja.

:-| Fourierova transformacija

X(@)= [x(t)e dt

—o0

= Dovoljni (ne i nuzni) uvjeti za postojanje X(w) su:

= 1. Dirichletovi uvjeti — x(£) ima konacan broj
maksimuma i minimuma te konacan broj
diskontinuiteta na bilo kojem konacnom intervalu od £

= 2. apsolutna integrabilnost x(?).

.ﬂx(t)\dt <o,

)

1-| Fourierova transformacija

W2 Sinw?
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:-| Fourierova transformacija

w2 _a’”
Ie 27 glolgi = ay27e 2

a — pozitivna konstanta
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Efektivna Sirina u vremenu

= Efektivna Sirina ili radijus funkcije: |
[ moment [, T(t—tc Fx(t)dt
N [xO]==—
Ceneaie ] JMOFa
= Pri tome, centar koncer;tracije energ;ijewfuénkwédi‘jes x(wt) Ee:
+ft\x(t}z dt Ttei? dt

t =

c

=0.
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Efektivna Sirina u vremenu

= Efektivna Sirina ili radijus funkcije: |

+o0

[ =t FIx(t)°ot
A2eff [X(t)]= S

JIx(t)’at
= Nasa funkcija je pozitivna i simetri¢na oko nule (£=0):
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:-| Efektivna Sirina u spektru

= Efektivna Sirina u Fdomeni:

T(a)—a)c )Z‘X(a)lzda)
Na[X(@)]==—————

H X (a)]zdm
= Spektar realan, pozitivan i simetri¢an oko nule (0=0):
2-aV2r jwz e 4y N2z
AZ _ 0 _ 2a2 :i
@ +o0 = 2"
2-ay2r je’az‘”zda} Vor 2
0

= Napomena: ako spektar nije simetri¢an oko nule (nije NP ve¢ PP), sredite i
efektivna Sirina se posebno mjere za pozitivne, odnosno negativne frekvencije.

:-| Produkt efektivnih Sirina

= Efektivne Sirine u dvije domene:

a 1
A =5 Am =5
C 2 VJ2a
= Produkt Sirina je konstanta:
A-A, =1
2

= Heisenbergov princip neodredenosti
= Za svaki transformacijski par x(8), X(w) vrijedi:

AA, 2L (A('Afzij
“2 v

= a za Gaussovu funkciju je produkt Sirina minimalan (=1/2).

Inverzna Fourierova

:.| transformacija

= Signal x(£) moguce je potpuno rekonstruirati iz X @).
= Fourierova transformacija ¢uva energiju signala
(Parsevalov teorem):

Jixe)” dt=-- X0 do
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Fourierova transformacija

= Harmonijski signal: nije zadovoljen uvjet
apsolutne integrabilnosti (samo po periodu).

X ()= +Jigcoth et = 7[S(w+Q)+5(0-Q)]

—o
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:-| Fourierova transformacija :-| Fourierov red

= Pravokutni ili neki drugi periodicki signal: nije = Puno prikladniji za analizu periodi¢kih signala
zadovoljen uvjet apsolutne integrabilnosti. x(t +EI)') = )ﬁ-(]
= Koeficijente Fourierovog reda raunamo
) modificiranim Fourierovim integralom gdje
integriramo samo po jednom periodu T i to za
diskretne frekvencije (viSekratnike od Q).
! ! = Definicija:
v l o—>nQ, Q=2z/T
., h 1t ~jnat
X(0)=> 2 [5(o+(2n+1)0) + 5@ (20 +1))] X[n]= [ e e
n=0 (2n +1) koeficijenti Fourierovog reda
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:-| Fourierov red :-| Fourierov red, primjer

o . = Pravokutni signal
X (t) = > X[n]-el™ ‘

= Periodicki signal moZzemo potpuno

rekonstruirati iz koeficijenata reda. I J
el -3-2-101 23
= Ovdje je skup funkcija razlaganja prebrojiv, —— l l
ortogonalan i vazi Parsevalov teorem: A oS30t Cos50 4 & cos(2n+1)0t
X('[)= (COSQI+T+T+...] :;ZW
n=0

_ﬂx dt_TZ\x[n ™
=%ZM x[2n+1]=%ﬁ,x[2n]=o.

5 &= (2n+1)

Fourierova transformacija Fourierova transformacija
:-| vremenski diskretnih signala vremenski diskretnih signala
= Definicija: = Diskretni signal
Sulile = x(e+)
= Neprebrojiv ortogonalan skup harmonijskih funkcija [ [
{ &} Cini bazu razlaganja. by
= Xe/®) - spektar s periodom 27 .
» Inverzna transformacija: x[n]=...001,2100,...

X[n]:i jf X (ejw )ejmdw X(eM)=1-e7D +2.e1° +1.e7 =2+2cos0.
2r °
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Diskretna Fourierova

:-| transformacija (DFT)

= Definicija:

N-1

Sule " = X[K]

n=0

= x(n) i X(k) - s periodom N .
= Inverzna transformacija:

1 N 2%k
x[n]==> X[k]e ™
N k=0

= Prebrojiv, ortogonalan skup funkcija razlaganja.
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Diskretna Fourierova
transformacija (DFT)

= Diskretni signal i transformacija

T[H IHH

x[n]={0,0,0,0,0,0,01,21,0,0,0,0,0,0},,

2 2 2r
—j=k(-1) jo-k0 —j=k1 2
X[k]=1e ® " 4+2.e% +l.e ® =242c0os—k.
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:-| DFT, matricni prikaz

= Neka je N=4:

N-1 ,J-Zlnk
X[k]=Y x[n]e "™
n=0

x[n]= {x[o] x[t} x[2} x[3]},

2z .2 2z T
X[o]=x(ole ¥+ xftle "N 4 xf2le "N 4 xfale "W
X< x[oJe Nt xfile W 1 xf2le N xfale N
Al ol ol e

N e-jﬁo.;g ’ e_,-zl.g " e_jzlz.g, ’ e_jzlg,.g
X[3]=x[0le N +xi]e N +x[2le N +x[3le N .
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DFT, matricni prikaz

= Prethodne 4 jednadzbe se mogu matri¢no

zapisati:
xprp 2L L L K]
XpJ| (2 e’f el et
x)|7l1 ' e e X2
7].677: ,jlzl ,jls”
X[3] 1 e 4 e 4 e 4 X[3]

= Linearni operator koji definira DFT
preslikavanje x — X je N x N matrica.
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:-| DFT, matricni prikaz

= U nasem primjeru, to je matrica W,:

11 1 1
1 -j -1 j
w7l j
1 -1 1 -1
1§ -1 —j
= Opcenito:

2n
J

WN:eiW WN:BNISM]
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:-| Ocuvanje energije

= Pitanje: da li mati¢na transformacija
X = Ax €uva energiju signala?
E =xTXx te E =XT-X
E,=(Ax)T-Ax =xTAT-Ax
= Ako je ATA =7, onda je E, =E, i to
neovisno o x, tj. vrijedi Parsevalov teorem.
= U Sirem smislu, mozemo dozvoliti i
proporcionalnost A*TA =c/.
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,_:| Unitarne matrice

= Za svaku matricu za koju vazi:
AT .A=c-I za nekic > 0.
= kaZzemo da je unitarna.

= Stupci takve matrice su medusobno
ortogonalni, a norma im je ista: e

= Takve matrice je lako invertirati:
At-lam
C
= Nadalje, simetricne unitarne matrice ne treba

ni transponirati. 2

,_:| DFT, unitarna matrica

= Pokazuje se da je DFT matrica

27
_j2&
v=e N N = 15
W, =e W, I_WmJ

= unitarna. N
W W, =N

= Kako je i simetricna, vrijedi: WleﬁwN

= Inverzna DFT matrica dobiva se obi¢nom
konjugacijom i dijeljenjem s N!
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:-| DFT, unitarna matrica

= Naravno, to odgovara poznatom izrazu:
1NL L w2my
x[n]==> X[k]e ™
N

= Za sve unitarne matrice vrijedi da su im
magnitude svojstvenih vrijednosti jednake i
iznose vc (za DFT to jeVN ).

= Parsevalov teorem (oCuvanje energije)
moZemo promatrati kao posljedicu unitarnosti
operatora transformacije.
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:-| FT varijante i unitarnost

= Svaka od varijanti Fourierove transformacije
definira po jedan linearni operator:
preslikavanje iz vektorskog prostora neke
klase signala u vektorski prostor domene
transformacije.

= Iako se pripadni operatori uvijek ne mogu
predstaviti konacnim matricama, za sve FT
varijante vrijedi da se radi o unitarnim
transformacijama.
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:.| Teme predavanja

= Fourierova transformacija
= Centar koncentracije energije
= Efektivna Sirina, produkt Sirina

= Fourierov red
= FT vremenski diskretnih signala

= Diskretna Fourierova transformacija
= DFT kao matri¢ni operator, unitarnost
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