L5. Filtarski slogovi
Uvod

Na vjezbama Cete projektirati filtarski slog s dva filtra bez decimacije. Neka od predlozenih
rjeSenja omogucavat ¢e potpunu rekonstrukciju, dok druga nece. Sami Cete izracunati
rekonstrukcijske filtre, provjeriti energetski okvir razlaganja 1 primijeniti filtarski slog na
odabrani signal.

Nadalje, za zadani signal provjerit ¢ete u¢inak decimacije i interpolacije u spektralnoj domeni.

Filtarski slog
Projektirat ¢emo filtarski slog u kojem visokopropusni filtar Hy(z) ima dvije nul-tocke na
jedini¢noj kruznici:
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Hy(z)=K (2> = z-2cos 0 +1).
Visokopropusni filtar Hy(z) ima kona¢ni impulsni odziv duZine 3 uzorka. Konstantu K

mozemo zadati uvjetom da za maksimalnu frekvenciju u sustavu @=rx prijenosna funkcija
visokopropusnog filtra Hy(z) bude jednaka 1.
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Niskopropusni filtar dobit ¢emo iz visokopropusnog pomakom frekvencijske karakteristike za
7, §to u vremenskoj domeni odgovara mnoZenju s €™ = (-1)". Dakle, svakom drugom uzorku
impulsnog odziva treba promijeniti predznak. U nasem slu¢aju to se odnosi samo na srednji:

H,(2)=K (2> +2-2cos0+1). (3)

Pozicije nula tako dobivenog visokopropusnog i polaznog niskopropusnog filtra zrcalno su
simetri¢ne u odnosu na imaginarnu os:
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Projektirat cemo rekonstrukcijske filtre. Na izlazu filtarskog sloga s potpunom
rekonstrukcijom mora biti zakasnjela replika ulaznog signala.
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Neka su rekonstrukceijski filtri s kona¢nim impulsnim odzivom duzine 3 uzorka. Tada je
ukupni impulsni odziv filtarskog sloga duZzine 3+3-1=5 uzoraka. Zgodno je traziti simetri¢no
rjeSenje, h[n] = {0, 0, 1, 0, 0}, odnosno L=2.
Jednadzbe ( 4) mozemo izraziti i u vremenskoj domeni:

x,(n)=x(n-2)
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Zane {0,1,2,3,4,5} dobivamo 5 jednadzbi, koje mozemo matri¢no zapisati:
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Imamo sustav od 5 jednadZbi sa 6 nepoznanica. O¢igledno, postoji vise mogucih rjeSenja.
Jedan od parametara filtara mozemo slobodno izabrati i onda rijesiti jednadzbe.

Drugi je nacin da sustav rijesimo koristenjem pseudo inverzije matrice. Ako sustav A-x=Db
ima premalo ili previse jednad?bi, moZemo potraZiti rjeSenje sustava: A™-A -x = A'-b,
odnosno x = (A"-A) " Al.b. Izraz (A"-A) ' AT naziva se pseudo inverzijom matrice A.
Ocigledno ga se moze izraCunati i za matrice koje nisu kvadratne, a u MATLAB-u je
realiziran funkcijom pinv().

Za sustave s premalo jednadzbi, kakav je nas, tako dobiveni rezultat X je izmedu svih moguéih
rjeSenja rjeSenje najmanje energije. Za sustave s previse jednadzbi dobiva se rezultat X s
najmanjom energijom pogreske (A-x — b). Stoga je x = (A-A) ' A".b poznat kao rjesenje u
smislu najmanjih kvadrata (eng. least squares solution).

Rang matrice (broj nezavisnih jednadzbi) je vazan za provjeru hoée li potpuna rekonstrukcija
s tako izracunatim filtrima biti moguc¢a. U MATLAB-u se rang matrice moZe procijeniti
funkcijom rank().



Decimacija i interpolacija

Decimacija je postupak odbacivanja uzoraka signala. Oznaka (32) ili simbol
x[n] v[n]
@ predstavlja decimaciju s faktorom 2.
U vremenskoj domeni to znac¢i v[K] = X[2K].

Ako je spektar ulaznog signala ograni¢en na /2, onda spektar decimiranog signala
promatran na intervalu @ = [-nt, w] iznosi X(@/2).

Na vjezbama ¢emo frekvencijski ogranicen signal X generirati tako da uzmemo bijeli Sum, a
onda ga u frekvencijskoj domeni oblikujemo odgovaraju¢om tezinskom funkcijom W;(w).
Nakon vrac¢anja u vremensku domenu dobivamo signal zeljenog spektra.

Decimaciju u MATLAB-u mozemo obaviti indeksiranjem: xd = x(1:2:length(x)) ili
koristenjem funkcije dyadown().

Uvjerit éete se kako se originalni frekvencijski ograni¢eni spektar signala X(w) rasirio.

Medutim, ako spektar nije bio ogranic¢en na 7 /2 dolazi do pojave preklapanja spektara
(eng. aliasing).

Na vjezbama ¢emo generirati slucajni signal takvog spektra koji se nalazi isklju¢ivo u
podrucju aliasinga: od 7 /2 do 7. Tezinska funkcija bit ¢e Wo(w) = W, (@ 7).

Uvjerit ¢emo se da je spektar nakon decimacije u tom slucaju istog oblika kao prethodni.

Dakle, X(w) 1 X(w—7) daju nakon decimacije iste komponente rasirenog spektra. Kona¢no
imamo: V(w) = 1/2 [X(aw/2)+ X(w/2—7)].

Na vjezbama ¢emo za provjeru tog izraza koristiti decimirani signal iz prvog primjera. Njegov
spektar nije ogranic¢en i nakon ponovne decimacije doci ¢e do aliasinga. Ukupan spektar je
zbroj raSirene 1 pomaknute rasirene komponente, a podeSen je tako da rezultat bude bijel.

Interpolacija je postupak dodavanja nula izmedu uzoraka signala. Oznaka 12 ili simbol
x[n] ® ufn]
predstavlja interpolaciju s faktorom 2.
U vremenskoj domeni to zna¢i u[2k] = x[K] 1 u[2k+1]=0.

Spektar interpoliranog signala se stisnuo: V(w) = X(2w). Naravno, novi spektar je periodi¢an s
7, ane sa 2, pa imamo jo$ jednu sliku spektra! Ta je pojava suprotna od aliasinga, a u to
¢ete se uvjeriti na vjezbama.

Ako interpoliramo prethodno decimirani signal u = (12)(¥2) x, imamo
U(w) = 1/2 [X(w)+ X(aw—-n)]. Oc¢ekivano, umetanje nula umjesto svakog drugog uzorka
uzrokuje aliasing preko polovice spektra signala.



